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1. Aufgabe:
Im Beweis der Propositionen 2.2 und 2.16 benutzten wir die Tatsache, dafl zwei einfache Wurzeln §;
und J2 der Spiegelungsgruppe W den stumpfen Winkel 7 — m bilden, wobei m(d1,d2) die
Ordnung des Elements ss, s5, in W bezeichnet.
Zeige durch folgende Schritte, dal diese Aussage fiir zwei einfache Wurzeln 1, 62 € R™ wahr ist.
(a) Sei v = (v1,v2) # (0,0). Schreibe die Spiegelung s, : R? — R?, die durch
wr— w— %v
gegeben ist, als (2 x 2)-Matrix M, beziiglich der Standardbasis.
(b) Zeige, daf8 fiir u,v € R?\ {(0,0)} die Matrix M, M, eine Drehmatrix um den Winkel 2«
oder —2a ist, wobei a der spitze Winkel sei, den die Geraden H,, = {z € R? | (z,u) = 0} und
H, = {zr € R? | (z,v) = 0} bilden.
(¢) Begriinde, warum aus (a) und (b) die obige Aussage fiir beliebige einfache Wurzeln der Spie-
gelungsgruppe W folgt.

2. Aufgabe:

In der Vorlesung wurde ein Kriterium zitiert, mit dessen Hilfe man feststellen kann, ob eine
Bilinearform positiv definit ist oder nicht. Dieses Kriterium kann relativ einfach bewiesen werden,
wenn man die Jacobische Formel fiir eine symmetrische Bilinearform Bys(z,x) = z'Mz vom
Rang r voraussetzt.

(a) Zeige, daBl jede symmetrische Bilinearform genau dann positiv definit ist, wenn die Hauptab-
schnittsdeterminanten D; fiir 1 < ¢ <n positiv sind.

(b) Gib ein Beispiel einer symmetrischen Bilinearform an, die nicht positiv semidefinit ist, aber
deren Hauptabschnittsdeterminanten alle nicht negativ sind.

Hinweis: Die Jacobische Formel besagt
By (z,x) = —k
m(@,e) kzz:l Dy 1Dy

wobei

e Dy die k-te Hauptabschnittsdeterminante von M, d.h. die Determinante der (k x k)-
Matrix My, die durch Streichen der letzten n — k Zeilen und Spalten entsteht, und

o Vj, = >0, Dy jzj, wobei Dy ; die Determinante der (k x k)-Matrix ist, die man aus M
durch streichen der Zeilen k+1,k+2,...,n und Spalten k,k+1,...,7—1,7+1,...n mit
1<k <rund k <j <r erhilt.

bezeichnen.

3. Aufgabe: Sei W eine irreduzible kristallografische Spiegelungsgruppe und @ ein (krsitallo-
graphisches) Wurzelsystem von W. Zeige, daf fiir je zwei Wurzeln ¢1,po € W genau eine der
folgenden Aussagen gilt:

(@) [[eall = llezll;
(a) g1l = v2[l@2ll oder [[pall = v2lp1 |,
(2) g1l = V3ll@2ll oder [[pall = v3lle1 -

2(p1,2)
(p2,p02)

Bemerkung: Der Beweis liefert einen alternativen Beweis fiir Proposition 2.16

Hinweis: Die Grofie mag hilfreich sein.



